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Zadanie I-1

Niech RT bedzie zbiorem dodatnich liczb rzeczywistych. Niech f: Rt — R* bedzie funkcja taka,
ze dla wszystkich liczb x,y € RT mamy

yf?% () > 2 f(y).

Udowodnié, ze istnieje dodatnia liczba catkowita ng, taka ze dla dowolnej liczby catkowitej n > nyg
i dla dowolnej liczby x € RT mamy

f(x) > x.

Uwaga. Przez f™ oznaczamy tu n-krotne zlozenie funkcji f, to znaczy f"(x) = f(f(... f(x)...)).

Zadanie 12

Na nieskonczonej szachownicy, ktérej pewne pola sa pomalowane na czerwono, rubinowa wieza
moze w jednym ruchu przemiesci¢ si¢ o dowolng liczbe pdl w kierunku poziomym albo pionowym,
o ile przez caly czas bedzie poruszaé sie po czerwonych polach.

Zaczynajac od niepomalowanej szachownicy Iga przeprowadza nastepujacg procedure: Na po-
czatku zamalowuje co najwyzej 2025 pol na czerwono. Nastepnie kladzie pewna liczbe rubino-
wych wiez na parami réznych czerwonych polach w taki sposéb, by spelnialy dwie zasady:

e Zadna rubinowa wieza nie moze dotrze¢ do zadnej innej rubinowej wiezy w jednym ruchu.
o Kazda rubinowa wieza moze dotrzeé¢ do kazdej innej rubinowej wiezy w dwdéch ruchach.

Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczbe rubinowych wiez jaka Iga moze potozy¢ w czasie tej pro-
cedury.

Zadanie I-3

Niech ABC' bedzie tréjkatem. Jego okrag wpisany w jest styczny do bokéw BC, CA i AB w
punktach D, E i F, odpowiednio. Niech P oraz () beda punktami na prostej BC réznymi od D,
takimi ze PB = BD oraz QC = CD. Udowodnié, ze okregi opisane na tréjkatach PCE i QBF
oraz okrag w maja punkt wspdlny.

Zadanie 14

Podzbiér S zbioru liczb catkowitych nazywamy saskim jesli dla dowolnych parami réznych a,
b, ¢ € S liczba ab + ¢ jest kwadratem liczby catkowitej. Wykazaé, ze kazdy zbior saski jest
skonczony, oraz znalezé¢ najwiekszg liczbe elementéw jaka taki zbiér moze mieé.

Czas: 5 godzin

Czas na zadawanie pytan: 60 minut 1 / 1
Za kazde zadanie mozna otrzymaé 8 punktow.

Kolejnoé¢ zadan nie zalezy od ich trudnodci.



