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Задача I–1
Нехай R+ позначає множину додатних дiйсних чисел. Дано функцiю f : R+ → R+ таку, що
для довiльних x, y ∈ R+ виконується нерiвнiсть

yf2025(x) ≥ xf(y) .

Доведiть, що iснує натуральне число n0 таке, що для всiх натуральних чисел n ≥ n0 та для
усiх x ∈ R+ справджується нерiвнiсть

fn(x) ≥ x.

Примiтка. Тут fn позначає функцiю f , застосовану n разiв. Iншими словами fn(x) =
f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸

n

(x) . . . )).

Задача I–2
На нескiнченнiй клiтчастiй дошцi, на якiй деякi одиничнi квадратики зафарбованi черво-
ним кольором, полум’яною турою назвемо фiгуру, що за один хiд може перемiститися на
декiлька комiрок в напрямку, паралельному лiнiям сiтки (горизонтально або вертикаль-
но), знаходячись на червоних комiрках протягом усього ходу. Починаючи з непофарбованої
нескiнченної клiтчастої дошки Марина виконує наступну процедуру: спочатку вона зафар-
бовує не бiльше нiж 2025 одиничних клiтинок червоним кольором. Пiсля цього вона розмi-
щує декiлька полум’яних тур на попарно рiзнi червонi комiрки так, що наступнi двi умови
виконуються:

• Жодна полум’яна тура не може потрапити в комiрку жодної iншої полум’яної тури за
один хiд.

• Кожна полум’яна тура може потрапити в комiрку кожної iншої полум’яної тури за два
ходи.

Знайдiть найбiльшу можливу кiлькiсть полум’яних тур, якi Марина могла розмiстити про-
тягом цiєї процедури.

Задача I–3
Дано трикутник ABC. Його вписане коло ω дотикається до сторiн BC, CA та AB в точках
D, E та F вiдповiдно. Нехай P та Q — такi точки на прямiй BC, вiдмiннi вiд D, що PB = BD
та QC = CD. Доведiть, що описанi кола трикутникiв PCE та QBF i коло ω мають спiльну
точку.

Задача I–4
Пiдмножина S множини цiлих чисел називається Саксонською, якщо для довiльних трьох
попарно рiзних елементiв a, b, c ∈ S число ab + c є квадратом цiлого числа. Доведiть, що
довiльна Саксонська множина скiнченна. Знайдiть найбiльшу можливу кiлькiсть елементiв,
яку може мiстити Саксонська множина.

Час виконання: 5 годин
Час для запитань: 60 хвилин
Кожна задача оцiнюється в 8 балiв.
Порядок задач не залежить вiд їх складностi.
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