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Priklad T-1

Budulinek ma n minci s celo¢iselnymi hodnotami ¢; > ¢o > - -+ > ¢, > 0. Stoji pred automatem,
ktery nabizi n tycinek s kladnymi celoc¢iselnymi cenami by, bs, ..., b,. Budulinek si vsiml, Ze pro
kazdé i € {1,...,n} plati

bi+bo+---+b>c1+co+--+a.

Dale plati, ze celkovd hodnota Budulinkovych minci je stejné jako soucet cen vSech tyc¢inek. Ty-
¢inky lze kupovat v libovolném poradi. Aby si Budulinek koupil i-tou tyc¢inku, musi do automatu
nahézet mince o celkové hodnoté alespon b;. Pokud vsak zaplati vice, automat mu zadné penize
nevrati. Dokazte, ze Budulinek si muze koupit alespon polovinu tycinek.

Priklad T—2

Necht R* znaéi mnozinu kladnych redlnych éisel. Uréete vsechny funkce f: RT — RT takové,
Ze pro libovolna z,y € RT plati

flay) + f(x) = f)f(zf(y) + f(x)f(y)

a 7e existuje nanejvys jedno ¢islo a € RT, pro néz f(a) = 1.

Priklad T-3
Had v tabulce n x n je cesta, kterd se sestava z tsecek mezi stredy
sousednich policek, prochazi stfedy vSech policek a navstivi kazdé po-
licko pravé jednou. Dvé policka jsou zde povazovana za sousedni, pokud T_
sdili hranu. VSimnéme si, Ze vSechny tsecky tvorici hada jsou rovno-
bézné s nékterou ze stran poliéek v tabulce. Na obrazku je ptiklad hada —a L
v tabulce 4 x 4. Tento had méa devét pravouhlych zatacek, které jsou

—a |

vyznacené malymi ¢ernymi ¢tverecky.

Uvazme hada skrze 2025 policek tabulky 45 x 45. Kolik nejvice pravouhlych zatacek muze takovy
had mit?

Priklad T4

Necht n je kladné celé ¢islo. V provincii Tramtarie lezi 100n meést, kazdd dvé jsou spojena
pfimou cestou a kazdéd z téchto cest méd mytnou branu vybirajici néjaké kladné myto. Myto
z kazdé brany se rozdéluje rovnomérné mezi mésta na konci prislusné cesty (to znamend, ze
kazdé z onéch dvou mést dostane polovinu piijmu). Celkovy mytni pfijem kazdého mésta je
soucet prijmi, které dostava ze 100n — 1 mytnych bran na svych cestach.

Novy zakon narizuje, aby myto z nékterych bran vybirala spolkova vlada namisto mést na
koncich prislusné cesty. Guvernér Tramtarie rozhoduje o tom, které brany to budou. Starostové
mést vyzaduji, aby soucet prijmu ze zbyvajicich bran kazdému méstu ddval alespon 99 % jeho
ptvodniho p¥ijmu.

V zavislosti na n najdéte nejvétsi kladné celé ¢islo k takové, ze guvernér muze vzdy vybrat
k mytnych bran, z nichz bude prijmy dostavat spolkova vlada, a zaroven vyhovét pozadavku
starosti.

Cas na vypracovani: 5 hodin
Cas na dotazy: 60 minut
: 1/ 2

Kazda tloha je hodnocena nejvyse 8 body.

Ulohy nejsou fazeny dle obtiznosti.
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Priklad T-5

Je dén trojuhelnik ABC takovy, ze |AB| < |AC|. Ozna¢me jako D patu vysky z A na BC.
Necht FE je bod takovy, ze ABEC je rovnobéznik. At M je bod uvnitt trojihelniku ABC
spliujici |M B| = |MC|. Necht F' je obraz bodu D v osové soumérnosti podle te¢ny kruznice
opsané trojihelniku ADM v bodé M. Dokaze, ze |AF| = |DE].

Priklad T—6
Necht ABC je ostrouhly trojihelnik s vnitinim bodem D spliujicim |£BDC| = 180° — |£BAC!.
Piimky BD a AC se protinaji v bodé E, obdobné se ptimky C'D a AB protinaji v bodé F. Body
P # E a Q # F lezi na pfimce EF tak, ze plati |BP| = |BE| a |CQ| = |CF|. Pfedpokladejme,
ze usecky AP a A(Q) protinaji kruznici w opsanou trojihelniku ABC postupné v bodech R # A
a S # A. Dokazte, ze primky RF a SFE se protinaji na kruznici w.

Priklad T-7

Bud n kladné celé ¢islo takové, Ze soucet kladnych déliteld n? +n+1 je délitelny tiemi. Dokazte,
ze 1ze rozdélit kladné délitele n? +n + 1 do t¥{ mnozin takovych, ze soucin viech prvka v kazdé
mnoziné je stejny.

Priklad T-8
Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni plati pro libovolny polynom P stupné alespon 2 s nezapor-
nymi celociselnymi koeficienty: Existuje kladné celé ¢islo m takové, Ze pro nekonecné mmnoho
kladnych celych ¢isel n ma ¢islo P™(m) vice nez n ruznych kladnych délitela.
Pozndmka. Vyraz P™ zde zna¢i P aplikované n-krat, tedy P"(z) = P(P(...P(z)...)).
—_——

n-Kkréat

Cas na vypracovani: 5 hodin
Cas na dotazy: 60 minut
: 2 /2

Kazda tloha je hodnocena nejvyse 8 body.
Ulohy nejsou fazeny dle obtiznosti.



