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T-1.

Feladat

Balintnak n érméje van, melyek értékei
cr=2c2- 2 >0

egészek. Egy automata elott all, melynek kinalatdban n darab bonbon talalhatd, melyek arai a
b1,ba, ..., by, pozitiv egészek. Balint észrevette, hogy minden i € {1,...,n}-re teljesiil, hogy

bi+be+--Fbzca+et-+a

Tovabba Balint érméinek Osszértéke megegyezik a bonbonok arainak Osszegével. A bonbonok
tetszéleges sorrendben megvehetok. Ahhoz, hogy Bélint megvegye az i-edik bonbont, be kell
dobnia valahdny érmét, melyek Osszértéke legalabb b;. Viszont az automata nem ad visszajarot.

Bizonyitsiatok be, hogy Béalint meg tudja venni a bonbonok legalabb felét.

. Feladat

Legyen R a pozitiv valés szdmok halmaza. Hatdrozzidtok meg az osszes olyan f: Rt — RT
fiiggvényt, melyre minden x,y € RT esetén teljesiil, hogy

flay)+ f(2) = f)f(=f(y) + (@) f(y),

és legfeljebb egy olyan a € RT 1étezik, melyre f(a) = 1.

. Feladat

Az n X n-es négyzetracson kigyonak neveziink egy olyan utat, mely
szomszédos mezok koézéppontjait 0sszekotd szakaszokbdl all gy, hogy »
mind az n? kézéppontot pontosan egyszer érinti. Két mez6t most akkor
neveziink szomszédosnak, ha van koézos oldaluk. Megjegyezziik, hogy T_
egy ilyen kigyé minden szakasza parhuzamos a négyzetracs valamelyik —— L
vonalaval. Az abran egy példa lathato egy kigyora a 4 x 4-es négyzet-
racsban. Fz a kigyo kilenc darab 90°-os fordulatot tesz, ezeket kis fekete
négyzetek jelolik.

| e

Nézziink most egy kigyét, amely a 45 x 45-0s négyzetracs mind a 2025 mez6jét érinti. Legfeljebb
hény 90°-o0s fordulatot tehet egy ilyen kigy6?

. Feladat

Legyen n egy pozitiv egész szam. Laplandia tartoméanyban 100n varos van, és barmely ketto
kozott vezet egy kozvetlen autépalya. Minden ilyen autépalyan van egy-egy dijbeszedd kapu,
amely beszed valamekkora pozitiv mennyiségii utdijat. Minden autépélya esetén a rajta be-
szedett bevétel fele-fele ardnyban keriil a két varoshoz, amelyeket az adott autépalya Osszekot.
Minden varos esetén az Osszbevételt gy kapjuk meg, hogy Osszeadjuk, hogy a beléle kiinduld
100n — 1 autépalyabdl mennyi bevétele keletkezik az adott varosnak.

A feladatok megoldasara 5 6ra all rendelkezésre.

Kérdéseket csak az els6 60 percben lehet feltenni. 1 / 2
Minden feladat 8 pontot ér.

A feladatok nem nehézségi sorrendben vannak.
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Egy 4j torvény szerint a szovetségi kormany at fogja venni néhany dijbeszed6 kapu tizemeltetését,
vagyis az egy-egy ilyenbdl szarmazd bevételt ezentil a kormany fogja kapni, nem az autépélya
két végén 1évo két varos. Laplandia korményzoja jelolheti ki, hogy melyik dijbeszed6 kapukat
vegye at a szovetségi kormany. A varosok polgarmesterei hatarozottan kérik, hogy az dtallas utan
minden varos 6sszbevétele nagyrészt megmaradjon, azaz egyik varos Gsszbevétele se csokkenjen
a jelenlegi 0sszbevételének 99%-a al4.

Hatarozzatok meg (n fliggvényében) a legnagyobb k pozitiv egész szamot, melyre a korméanyzé
biztosan ki tud jelolni k£ dijbeszed6 kaput a szdvetségi kormany részére, de gy, hogy kozben a
polgarmesterek kérésének is eleget tesz.

. Feladat

Az ABC hegyesszogii haromszoghen AB < AC. Legyen az A-bdél BC-re allitott merdleges
talppontja D. Legyen E az a pont, melyre ABEC paralelogramma. Legyen M egy olyan pont
az ABC héaromszog belsejében, melyre M B = M C. Tikrozziik a D pontot az ADM hiromszog
korilirt koréhez M-ben htizott érintére; az igy kapott pont legyen F. Bizonyitsatok be, hogy
AF = DE.

. Feladat

Legyen az ABC hegyesszogii haromszégben D olyan belsé pont, melyre BDC< = 180°— BAC <.
A BD és AC egyenesek metszéspontja E, a CD és AB egyenesek metszéspontja F. A P # F
és (Q # F pontok az E'F egyenesen fekszenek tgy, hogy BP = BE és CQ = CF. Tegyiik fel,
hogy az AP és AQ szakaszok az ABC haromszog w koriilirt kérét rendre az R # A és S # A
pontokban metszik. Bizonyitsatok be, hogy az RF és SE egyenesek w-n metszik egymast.

. Feladat

Legyen n olyan pozitiv egész, melyre az n? +n+1 szam pozitiv osztéinak dsszege oszthaté 3-mal.
Bizonyitsatok be, hogy az n? +n + 1 pozitiv osztéi szétoszthatok harom nemiires halmazra tigy,
hogy mindegyik halmazban azonos legyen az elemek szorzata.

. Feladat

Hatarozzatok meg, hogy igaz-e az alabbi allitds minden olyan P polinomra, melynek foka leg-
alabb 2 és egyiitthatéi nemnegativ egészek:

Létezik olyan m pozitiv egész, hogy végtelen sok n pozitiv egészre a P™(m) szdmnak t6bb mint
n kiilonb6z6 pozitiv osztdja van.

Megjegyzés. Itt P™ a P-nek n-szer val6 alkalmazésat jeloli, vagyis

A feladatok megoldasara 5 6ra all rendelkezésre.

Kérdéseket csak az els6 60 percben lehet feltenni. 2 / 2
Minden feladat 8 pontot ér.

A feladatok nem nehézségi sorrendben vannak.



