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Zadanie T—-1

Robert ma n monet o catkowitych wartosciach
cp=cp =20y >0.

W automacie, przed ktérym stoi, mozna kupi¢ n réznych batonikéw o kosztach b1, bs,..., b,
bedacych liczbami catkowitymi. Robert zauwazyl, ze dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi

bi4+bs+---4+b>c1+e+--+g¢.

Co wiecej, sumaryczna warto$¢ wszystkich jego monet jest rowna sumarycznemu kosztowi wszyst-
kich batonikéw. Batoniki mozna kupowaé w dowolnej kolejnosci. Aby kupié i-ty batonik Robert
musi wrzuci¢ do automatu monety o tacznej wartosci co najmniej b;. Niestety automat nie wydaje
mu reszty. Udowodnié, ze Robert jest w stanie kupi¢ co najmniej potowe batonikow.

Zadanie T—2

Niech RT bedzie zbiorem dodatnich liczb rzeczywistych. Znalezé wszystkie takie funkcje f: RT —
R*, ze dla dowolnych liczb x,y € R™ zachodzi

fley) + f(x) = fw) f(zf(y) + flx)f(y),

oraz istnieje co najwyzej jedna liczba a € R* taka, ze f(a) = 1.

Zadanie T-3

Wezem na planszy n X n nazywamy Sciezke skladajaca sie z odcin-
kéw taczacych srodki sasiadujacych pol, ktora przechodzi przez srodki
wszystkich n? pél doktadnie raz. Pola sa sasiadujace jezeli maja wspélna
krawedz; w szczegdlnosci, wszystkie odcinki sktadajace si¢ na weza sa T_
réwnolegte do osi poziomej lub pionowej. Obrazek pokazuje przyklado- — |
wego weza na planszy 4 x 4. Waz ten wykonuje dziewie¢ zakretéw o 90°
na polach oznaczonych przez mate czarne kwadraty.

|

Wyznaczyé¢ najwicksza mozliwg liczbe zakretow o 90° jaka moze wykonaé¢ waz przechodzacy
przez wszystkie 2025 pdl planszy 45 x 45.

Zadanie T—4

Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Laplandia ma 100n miast, z ktorych kazde dwa sa
polaczone bezposrednig droga, a na kazdej z tych drég znajduje sie punkt poboru optat, ktory
pobiera pewna dodatniag optate. Dla kazdej drogi, oplaty z niej sg rozdzielone po réwno miedzy
dwa miasta na jej koncu (to znaczy oba te miasta otrzymuja polowe przychodéw). Dla kaz-
dego miasta, jego laczne przychody sa suma przychodow ze wszystkich 100n — 1 drég z niego
wychodzacych.

Na mocy nowej ustawy, przychody z niektérych punktow poboru optat bedg pobierane przez rzad
zamiast sasiadujacych miast. Premier Laplandii ma mozliwo$¢ wybrania tych punktéw poboru
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oplat. Burmistrzowie miast wymagaja, by przychody z punktéw poboru, ktore im pozostana po
tej zmianie, byly réwne co najmniej 99% ich wczesniejszych tacznych przychodéw. Znalezé naj-
wieksza liczbe catkowita dodatnia k, zalezna od n, taka ze premier moze zawsze wybraé¢ k drog,
z ktérych optaty bedzie pobieral rzad, tak by spelnione byly réwniez wymagania burmistrzow.

Zadanie T-5

Niech ABC bedzie trojkatem ostrokatnym, takim ze AB < AC. Oznaczmy przez D spodek
wysokosci z wierzchotka A na BC. Niech E bedzie takim punktem, ze ABEC jest réwnole-
globokiem. Niech M bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC, takim ze M B = MC'. Niech
F bedzie odbiciem punktu D wzgledem prostej stycznej w punkcie M do okregu opisanego na
tréjkacie ADM. Udowodnié, ze AF = DE.

Zadanie T—6

Niech ABC bedzie tréjkatem ostrokatnym z punktem D wewnatrz, takim ze < BDC = 180° —
YBAC. Proste BD i AC przecinaja sie w punkcie E, a proste CD i AB przecinaja sie w punkcie
F.Punkty P # FEiQ # F leza na prostej FF w taki sposéb, ze BP = BE i CQ = CF. Zal6zmy,
ze odcinki AP i AQ) przecinaja okrag opisany w trojkata ABC odpowiednio w punktach R # A
i § # A. Udowodnié, ze proste RF i SE przecinaja sie na okregu w.

Zadanie T-7

Niech n bedzie dodatnia liczba calkowita taka, ze suma dodatnich dzielnikéw liczby n? +n + 1
jest podzielna przez 3. Udowodnié, ze da si¢ podzieli¢ zbiér wszystkich dodatnich dzielnikéw
liczby n? + n + 1 na trzy zbiory, takie ze iloczyn wszystkich elementéw zbioru jest taki sam dla
kazdego z nich.

Zadanie T—8

Rozstrzygnaé czy ponizsze stwierdzenie jest prawdziwe dla kazdego wielomianu P o stopniu
co najmniej 2 oraz nieujemnych wspoétczynnikach catkowitych:

Istnieje dodatnia liczba catkowita m, taka ze dla nieskonczenie wielu dodatnich liczb catkowi-
tych n liczba P™(m) ma wiecej niz n réznych dodatnich dzielnikéw.

Uwaga. Przez P™ oznaczamy tu n-krotne zlozenie P, to znaczy P"(z) = P(P(...P(z)...)).
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