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Uloha T-1

Bob vlastni n minci s celoc¢iselnymi hodnotami
cg=>cp2>- >0y >0.

Teraz stoji pred automatom na sladkosti, ktory ponika na predaj n kusov maskft s celo¢iselnymi
cenami by, ba, ..., b,. Bob si v8imol, Ze pre kazdé i € {1,...,n} plati

bi+be+--Fbzca+et-+a

Navyse, celkovd hodnota Bobovych minci je rovnaké ako celkovd cena vsetkych maskit. Bob si
moze maskrty kupovat v lubovolnom poradi. Na to, aby si kipil i-tu maskrtu, musi do automatu
vhodit mince v celkovej hodnote aspon b;. Po zaktupeni vSak automat Bobovi nevrati ziadny
vydavok.

Dokéazte, ze Bob si mo6ze kapif aspon polovicu vsetkych maskit.

Uloha T-2

Nech R oznac¢uje mnozinu kladnych redlnych céisel. Néjdite vietky funkcie f: RT — RT také,
7e pre kazdé x,y € RT plati

fley) + f(x) = fw)f(zf(y) + fl@)f(y),

a pre ktoré existuje najviac jedno ¢islo a € RT také, ze f(a) = 1.

Uloha T-3
V tabulke n X n nazvime hadom lomenu ¢iaru, ktora spdja stredy
susednych poli¢ok a prechddza stredmi vsetkych n? policok, pri-
¢om kazdy stred navstivi prave raz. Dve policka pritom povazu-
jeme za susedné, ak maju spolo¢nu stranu. Vsimnite si, ze vsetky I:

rovné tseky hada st rovnobezné so stranami tabulky. Na obrazku
je zobrazeny priklad hada v tabulke 4 x 4. Tento had devétkrat
zabo¢i 0 90°, pricom tieto zabocenia si naznacené malym ciernym '
stvorcekom.
Uvazujme teraz hada, ktory prechadza vsetkymi 2025 polickami tabulky 45 x 45. Aky je najvacsi
mozny pocet zaboceni o 90°, ktoré takyto had mdze spravit?
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Cas na riesenie: 5 hodin

Cas na otédzky: 60 mintt 1 / 2
Za kazdu tlohu je mozné ziskat najviac 8 bodov.

Poradie tloh nezavisi od ich obtiaznosti.
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Uloha T—4

Nech n je kladné celé ¢islo. V provincii Tramtaria je 100n miest, z ktorych kazdé dve st spojené
priamou cestou. Kazda z tychto ciest ma mytnicu, ktora vybera kladni sumu mytneho. Pre kazdu
cestu sa prijem jej mytnice rovnomerne rozdeli medzi dve mesta na koncoch cesty (teda kazdé
z tychto dvoch miest dostane polovicu myta). Celkovy prijem mesta je rovny stctu prijmov,
ktoré toto mesto ziskava zo 100n — 1 mytnic na svojich cestach.

Podla nového zakona ziska prijmy niektorych mytnic federalna vldda namiesto miest prislicha-
jucich tymto mytniciam. Guvernér Tramtérie rozhoduje o tom, o ktoré mytnice pojde. Primatori
miest pozaduji, aby po tejto zmene kazdému mestu zostal celkovy prijem vo vyske aspon 99 %
jeho povodného celkového prijmu.

V zévislosti od n najdite najvécsie kladné celé ¢islo k také, ze guvernér vie vzdy vybrat k£ mytnic,
z ktorych bude federalna vlada ziskavat prijem, pricom uspokoji poziadavky primatorov miest.

Uloha T-5

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom plati |AB| < |AC|. Ozna¢me D pétu kolmice
z bodu A na priamku BC. Nech E je taky bod, ze stvoruholnik ABEC je rovnobeznik. Dalej
nech M je taky bod vo vnutri trojuholnika ABC, Ze plati |[M B| = |[MC|. Napokon ozna¢me
F obraz bodu D v osovej stmernosti podla dotyc¢nice ku kruznici opisanej trojuholniku ADM
prechddzajicej bodom M. Dokazte, ze |AF| = |DE].

Uloha T-6
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, vo vnutri ktorého je zvoleny bod D taky, ze pren plati
|£BDC| = 180° — | BAC|. Priamka BD pretina priamku AC v bode E a priamka C'D pre-
tina priamku AB v bode F. Body P # E a QQ # F sa zvolené na priamke EF tak, ze plati
|BP| = |BE| a |CQ| = |CF|. Predpokladajme, ze tsecky AP a AQ) pretinaji kruznicu w opi-
sanu trojuholniku ABC' postupne v bodoch R # A a S # A. Dokéazte, ze priamky RF a SE sa
pretinaji na kruznici w.

Uloha T-7

Nech n je kladné celé &islo také, ze sucet vietkych kladnych delitelov éisla n? +n 41 je delitelny
tromi. Dokézte, Ze mnozinu vietkych kladnych delitelov &isla n? +n + 1 je mozné rozlozit na tri
mnoziny tak, ze sicin prvkov kazdej mnoziny je rovnaky.

Uloha T-8
Rozhodnite, ¢i je nasledujtce tvrdenie splnené pre lubovolny polyném P stupna aspon 2 a s neza-
pornymi celociselnymi koeficientmi: Existuje kladné celé ¢islo m také, Ze pre nekonecCne vela
kladnych celych ¢isel n ma ¢islo P™(m) viac ako n roznych kladnych delitelov.
Pozndmka. Zapis P™ oznacuje P aplikované n-krat, ¢ize P"(x) = P(P(...P(x)...)).
N——

n-Krét

Cas na riesenie: 5 hodin

Cas na otédzky: 60 mintt 2 / 2
Za kazdu tlohu je mozné ziskat najviac 8 bodov.

Poradie tloh nezavisi od ich obtiaznosti.



