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Naloga T-1

Jan ima n kovancev s celostevilskimi vrednostmi
cp=>cp =2y > 0.

Stoji pred avtomatom, ki ponuja n ¢okoladic, ki stanejo by, ba, ..., b,, kjer so b; naravna stevila
za vse i € {1,...,n}. Jan opazi, da za vsak i € {1,...,n} velja
by +by+---+b >ttt

Poleg tega je skupna vrednost njegovih kovancev enaka vsoti vrednosti vseh ¢okoladic. Coko-
ladice lahko kupuje v poljubnem vrstnem redu. Za nakup i-te ¢okoladice mora Jan v avtomat
vstaviti kovance s skupno vrednostjo vsaj b;. Zal mu avtomat pri tem ne vraca drobiza.

Dokazi, da lahko Jan kupi vsaj polovico ¢okoladic.

Naloga T2

Naj bo R* mnoZica pozitivnih realnih §tevil. Doloé&i vse funkcije f: RT — R™, tako da za vsa
stevila 2,y € RT velja

flay) + f(@) = fu) f(zf(y) + f(x)f(y)

in obstaja kve¢jemu eno Stevilo a € R, za katerega je f(a) = 1.

Naloga T-3

Kaca je pot v n X n tabeli, sestavljena iz daljic, ki povezujejo »
sredisc¢a sosednjih celic, ki poteka skozi sredis¢a vseh n? celic in
vsako celico obisce natanko enkrat. Dve celici sta sosednji, ce si T_
delita stranico. Vsi deli kace so torej vzporedni z mreznimi értami. —— L
Slika prikazuje primer kace v 4 x 4 tabeli. Ta kaca se devetkrat
obrne za 90°, kar je oznac¢eno z majhnimi ¢rnimi kvadratki.

.|

Denimo, da imamo kaco, ki poteka skozi vseh 2025 celic tabele velikosti 45x45. Najvec¢ kolikokrat
se lahko taksna kaca obrne za 90°7

Naloga T4

Naj bo n naravno stevilo. V Skofjeloskem kraljestvu je 100n mest, vsaki dve mesti pa sta
povezani z direktno cesto. Vsaka taka cesta ima cestninsko postajo, ki pobira pozitivno koli¢ino
cestnine, ta cestnina pa se nato enakomerno porazdeli med mestoma, ki ju cesta povezuje (torej
vsako izmed dveh mest dobi polovico dobicka). Skupni dobicek vsakega mesta je vsota dobickov,
ki jih prejme od 100n — 1 cestninskih postaj na svojih cestah.

Po novem zakonu bo dobicek nekaterih postaj namesto sosednjih mest pobirala vlada. Izbira
teh cestninskih postaj je prepuséena skofjeloskemu kralju Jakobu. Zupani mest zahtevajo, da bo
vsako mesto po tej spremembi prejemalo vsaj 99% svojega prejSnjega dobicka.

Dolo¢i najvecje naravno Stevilo k v odvisnosti od n, da lahko kralj Jakob vedno izbere takih k
cestninskih postaj, katerih dobicke bo pobirala vlada, da ustreze zahtevi zupanov.

Cas: 5 ur

Cas za vprasanja: 60 min 1 / 2

Vsaka naloga je vredna 8 tock.
Vrstni red nalog ni odvisen od njihove tezavnosti.
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Naloga T-5

Naj bo ABC ostrokoten trikotnik z AB < AC. Z D oznac¢imo nozisce visine iz A na BC. Naj
bo E taka tocka, da je ABEC paralelogram. Naj bo M tocka v notranjosti trikotnika ABC,

za katero velja MB = MC. S F oznac¢imo zrcalno sliko toc¢ke D preko tangente na ocrtano
kroznico trikotnika ADM v tocki M. Dokazi, da AF = DE.

Naloga T-6

Naj bo ABC ostrokoten trikotnik in D tocka v njegovi notranjosti, za katero velja ZBDC =
180° — ZBAC. Premici BD in AC se sekata v tocki E, premici C'D in AB pa v tocki F. Tocki
P # FE in QQ # F lezita na premici E'F, tako da BP = BFE in CQ = C'F. Denimo, da daljici
AP in AQ sekata oc¢rtano kroznico w trikotnika ABC' v tockah R # A in S # A zaporedoma.
Dokazi, da se premici RF' in SFE sekata na w.

Naloga T-7

Naj bo n naravno Stevilo, za katerega je vsota pozitivnih deliteljev Stevila n? +n + 1 deljiva s 3.
Dokazi, da je mogoc¢e mnozico pozitivnih deliteljev n? + n + 1 razdeliti na tri mnozice, tako da
je zmnozek vseh elementov vsake izmed mnozic enak.

Naloga T—-8

Dolod¢i, ali sledeca trditev velja za vsak polinom P stopnje vsaj 2 z nenegativnimi celostevilskimi
koeficienti:

Obstaja naravno Stevilo m, tako da ima Stevilo P™(m) strogo ve¢ kot n razliénih pozitivnih
deliteljev za neskon¢no mnogo naravnih stevil n.

Opomba. Tu P™ oznacuje uporabo P-ja n-krat zapored: P"(x) = P(P(...P(x)...)).

——
n-krat
Cas: 5 ur
Cas za vprasanja: 60 min 2 / 2
Vsaka naloga je vredna 8 tock.

Vrstni red nalog ni odvisen od njihove tezavnosti.



