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Задача T–1
Богдан має n копiйок номiналом

c1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ cn > 0 .

Вiн стоїть навпроти торгового автомату, що продає рiвно n шоколадних батончикiв з нату-
ральними цiнами b1, b2, . . . , bn. Богдан помiтив, що для кожного i ∈ {1, . . . , n} виконується

b1 + b2 + · · · + bi ≥ c1 + c2 + · · · + ci.

Також вiдомо, що загальна вартiсть монет Богдана дорiвнює сумi вартостей усiх шокола-
дних батончикiв. Шоколаднi батончики можна купувати в будь-якому порядку. Для того
щоб купити i-ий шоколадний батончик, Богдан має внести монети загальною вартiстю хоча
б bi. Проте автомат не видає здачi.

Доведiть, що Богдан може придбати хоча б половину усiх шоколадних батончикiв.

Задача T–2
Нехай R+ позначає множину додатних дiйсних чисел. Знайдiть усi функцiї f : R+ → R+

такi що для довiльних x, y ∈ R+ справджується рiвнiсть

f(xy) + f(x) = f(y)f
(
xf(y)

)
+ f(x)f(y) ,

та iснує не бiльше одного числа a ∈ R+ для якого f(a) = 1.

Задача T–3
Змiйкою на дошцi n × n назвемо шлях, що складається з вiд-
рiзкiв мiж центрами сусiднiх комiрок, проходить через центри
усiх n2 одиничних квадратикiв i вiдвiдує кожну комiрку рiвно
один раз. Одиничнi квадратики вважаються сусiднiми якщо у
них є спiльна сторона. Таким чином усi ланки ламаної по якiй
пролягає шлях змiйки є паралельними лiнiям сiтки (або верти-
кальнi, або горизонтальнi). На малюнку зображено змiйку на
дошцi 4 × 4. Ця змiйка робить 9 поворотiв на 90◦, позначених
маленькими чорними квадратиками.
Розглянемо змiйку, що проходить через усi 2025 комiрок дошки 45×45. Знайдiть найбiльшу
можливу кiлькiсть поворотiв на 90◦, якi така змiйка може зробити?

Задача T–4
Дано натуральне число n. В провiнцiї Лапландiя знаходиться 100n мiст, кожнi двоє з яких
сполученi прямою дорогою, i на кожнiй з цих дорiг є податкова станцiя, яка стягує дода-
тний податковий збiр. Для кожної дороги податковий збiр з її податкової станцiї дiлиться
навпiл мiж двома мiстами якi з’єднує ця дорога (тобто кожне з двох мiст отримує половину
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прибутку податкової станцiї). Для кожного мiста загальна сума його прибутку дорiвнює
сумi доходiв, якi воно отримує вiд усiх 100n−1 податкових станцiй на дорогах, що виходять
з цього мiста.
Згiдно нового закону, податковi збори деяких податкових станцiй будуть надходити до фе-
дерального уряду замiсть сусiднiх мiст. Губернатору Лапландiї дозволено вибрати цi пода-
тковi станцiї (з яких прибутки пiдуть до федерального уряду). Мери мiст вимагають, щоб
для кожного мiста загальна сума його доходiв, що залишилися вiд усiх iнших податкових
станцiй, не задiяних цiєю змiною, становила принаймнi 99% вiд його початкового загального
доходу.
Знайдiть найбiльше натуральне число k, в залежностi вiд n, таке, що губернатор завжди
може вибрати k податкових станцiй, прибуток з яких пiде до федерального уряду, при цьому
задовольняючи вимогу мерiв мiст.

Задача T–5
Дано гострокутний трикутник ABC, у якому AB < AC. Точкою D позначимо основу пер-
пендикуляру, проведеного з точки A до BC. Нехай E — така точка, що ABEC паралелограм.
Точка M вибрана всерединi трикутника ABC так, що MB = MC. Насамкiнець, позначи-
мо точку F , симетричну точцi D вiдносно дотичної до описаного кола трикутника ADM ,
проведеної в точцi M . Доведiть, що AF = DE.

Задача T–6
Точка D всерединi гострокутного трикутника ABC обрана так, що ∠BDC = 180◦ −∠BAC.
Прямi BD та AC перетинаються в точцi E, а прямi CD та AB — в точцi F . Точки P ̸= E та
Q ̸= F обранi на прямiй EF так, що BP = BE та CQ = CF . Припустимо, що вiдрiзки AP
та AQ перетинають описане коло ω трикутника ABC в точках R ̸= A та S ̸= A, вiдповiдно.
Доведiть, що прямi RF та SE перетинаються на колi ω.

Задача T–7
Дано таке натуральне число n, що сума додатних дiльникiв числа n2 + n + 1 дiлиться
на 3. Доведiть, що множину додатних дiльникiв числа n2 + n + 1 можна розбити на три
пiдмножини так, щоб добутки усiх елементiв кожної пiдмножини були однаковими.

Задача T–8
Визначте, чи справджується наступне твердження для довiльного многочлена P степенi
принаймнi 2 з цiлими невiд’ємними коефiцiєнтами:
Iснує таке натуральне число m, що для нескiнченної кiлькостi натуральних чисел n число
P n(m) має бiльше нiж n попарно рiзних додатних дiльникiв.
Примiтка. Тут P n позначає P застосоване n разiв, тобто P n(x) = P (P (. . . P︸ ︷︷ ︸

n times

(x) . . . )).
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